
Неравенство Коши для n слагаемых. 

• Докажем, что для ∀𝒂𝒊: 𝒂𝒊 ≥ 𝟎, 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒌, 𝒌𝝐ℕ выполнено неравенство: 

• 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒌 

𝒌
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒌

𝒌 . 

• Докажем по ММИ. 

• База: пусть 𝑘=2. Тогда должно быть 
𝒂𝟏+𝒂𝟐 

𝟐
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐, что верно, мы доказывали это ранее. 

• Шаг: пусть для всех 𝒌 ≤ 𝒏 неравенство доказано, то есть 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂т 

𝒏
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏

𝒏  

• Рассмотрим 𝒌 = 𝒏 + 𝟏. Докажем, что 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏+𝒂𝒏+𝟏 

𝒏+𝟏
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
. 

• Рассмотрим 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏, 𝒂𝒏+𝟏. Пусть 𝒂𝒏+𝟏 – наибольшее из всех 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏, 𝒂𝒏+𝟏. 

• Положим 𝑺𝒏 =
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
;  𝑺𝒏+𝟏 =

𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏+𝒂𝒏+𝟏 

𝒏+𝟏
. 

• Сравним 𝒂𝒏+𝟏 и 𝑺𝒏, то есть сравним 𝒂𝒏+𝟏 и 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
. 

• Заметим, что сравнить 𝒂𝒏+𝟏 и 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
, всё равно, что сравнить 𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 и 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 +⋯+ 𝒂𝒏  

• Далее, 𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 = 𝒂𝒏+𝟏 + 𝒂𝒏+𝟏 +⋯ ∙ +𝒂𝒏+𝟏⏟                
𝒏 слагаемых

. 

• Тогда 𝒂𝒏+𝟏 + 𝒂𝒏+𝟏 +⋯ ∙ +𝒂𝒏+𝟏 ≥ 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 +⋯+ 𝒂𝒏. 

• Тогда можно положить 𝒂𝒏+𝟏 = 𝑺𝒏 + 𝒅,𝒅 ≥ 𝟎. 

• Следовательно, 𝑺𝒏+𝟏 =
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏+𝒂𝒏+𝟏 

𝒏+𝟏
=

𝒏𝑺𝒏+𝒂𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
. 

• Возведем 𝑺𝒏+𝟏 в степень 𝒏 + 𝟏. 

• (𝑺𝒏+𝟏)
𝒏+𝟏 = (

𝒏𝑺𝒏+𝒂𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
)
𝒏+𝟏

= (
𝒏𝑺𝒏+𝑺𝒏+𝒅

𝒏+𝟏
)
𝒏+𝟏

= (
𝒏𝑺𝒏+𝑺𝒏

𝒏+𝟏
+

𝒅

𝒏+𝟏
)
𝒏+𝟏

= (𝑺𝒏 +
𝒅

𝒏+𝟏
)
𝒏+𝟏

= 

• = (𝑺𝒏 (𝟏 +
𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
))

𝒏+𝟏

= 𝑺𝒏
𝒏+𝟏 (𝟏 +

𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
)
𝒏+𝟏

. 

• Далее, к скобке (𝟏 +
𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
)
𝒏+𝟏

 применим неравенство Бернулли (доказано нами ранее, во время 

изучения ММИ). 

• (𝟏 +
𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
)
𝒏+𝟏

≥ 𝟏 + (𝒏 + 𝟏) ∙
𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
= 𝟏 +

𝒅

𝑺𝒏
. 

• Таким образом, (𝑺𝒏+𝟏)
𝒏+𝟏 = 𝑺𝒏

𝒏+𝟏 (𝟏 +
𝒅

𝑺𝒏(𝒏+𝟏)
)
𝒏+𝟏

≥ 𝑺𝒏
𝒏+𝟏 ∙ (𝟏 +

𝒅

𝑺𝒏
) = 𝑺𝒏

𝒏+𝟏 ∙ (
𝑺𝒏+𝒅

𝑺𝒏
) = 

• = 𝑺𝒏
𝒏 ∙ (𝑺𝒏 + 𝒅) = 𝑺𝒏

𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏. 

• (𝑺𝒏)
𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 = (

𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
)
𝒏

∙ 𝒂𝒏+𝟏. 

• Вспомним индукционное предположение 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏

𝒏 . 

• Тогда 𝑺𝒏
𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 = (

𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏 

𝒏
)
𝒏

∙ 𝒂𝒏+𝟏 ≥ (√𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏
𝒏 )

𝒏
∙ 𝒂𝒏+𝟏 = 𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏. 

• Итак, (𝑺𝒏+𝟏)
𝒏+𝟏 ≥ 𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 ⟺ (

𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏+𝒂𝒏+𝟏 

𝒏+𝟏
)
𝒏+𝟏

≥ 𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏 ⟺ 

• 
𝒂𝟏+𝒂𝟐+⋯+𝒂𝒏+𝒂𝒏+𝟏 

𝒏+𝟏
≥ √𝒂𝟏 ∙ 𝒂𝟐 ∙ … ∙ 𝒂𝒏 ∙ 𝒂𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
. 

• Что и требовалось доказать. 

 


